ALGORITMO CONJUNTO KALMAN—WAVELETS
PARA EL FILTRADO DEL RUIDO EN SENALES
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Resumen: En este trabajo proponemos un algoritmo para el filtrado de ruido en sefiales que, combinando el método de
Kalman con el procesamiento con wavelets, aprovecha las ventajas relativas de ambos métodos.
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1. INTRODUCCION

Considerando el problema del filtrado del ruido en sefiales, interesa aprovechar la estimacion 6ptima
dada por el filtrado de Kalman y la posibilidad de filtrar usando onditas (wavelets) en el marco del anélisis
de multirresolucion (AMR). En [8] hemos presentado una metodologia de procesamiento que si bien es
sub-optima desde el punto de vista de Kalman, aprovecha ambas herramientas en forma conjunta con bajo
costo computacional. En este trabajo proponemos filtrar el ruido de medicion en base a la construccion de
un modelo sistémico que permite trabajar con los coeficientes del desarrollo en serie de onditas.

2. METODOS DE FILTRADO
En esta seccion especificamos los dos tipos de filtrado que proponemos combinar, definimos la no-
menclatura y sintetizamos los métodos de trabajo requeridos para su aplicacion en forma individual.

2.1. MULTIRRESOLUCION Y FILTRADO CON WAVELETS
Consideremos la representacion en serie de onditas (wavelets) ortogonales de una seflal s, en el mar-

co de un analisis de multirresolucion (AMR) con funcion de escala ¢ [5, 9]. Denotamos V; <V
conj €Z a los subespacios encajados del AMR; siendo la ondita y ortogonal, resulta V; | =W; ® V;,

donde W; es el complemento ortogonal de V; respecto de V;_; . Con este esquema, suponiendo sq € Vp :

so=r+--+ry+sy con r; eW; 'y s;el; paratodo Je NN, (1
donde
S 12 : S (12 4=
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r; es la sefial residual correspondiente al nivel de resolucion ;j (proyeccion de s sobre W;)y s; la pro-

yeccion de s sobre V.

En particular, cuando se usa la ondita de Haar resulta:

d()=1site[0]) y ¢()=0size[0]), con w(t)=¢2t)—¢2t-1); 3)



siendo ¢(n) =0, para n €lN,con 5y =1y 0, =0sinz0.
En este caso los coeficientes se calculan recursivamente mediante:
-1/2 -1/2
Cik =2 ""(cimaktCj1oke) Y djp=2"""(cj 10k —Cji12k41) “4)

donde, si la sefial se analiza en bloques de 2N valores, corresponden 277/ N coeficientes de cada tipo
en el nivel j de resolucion (j =1, ...,J). Desde (2) resulta sy(k) = Zn co,nP(k —n)=zn €0.n0k-n=C0.k 5

es decir, el proceso inicia tomando los valores de la sefial muestreada como coeficientes de nivel 0.

En este contexto si la sefial s,(k) =15, estd contaminada con ruido aditivo v, de media nula y

desvio o, con solo suponer que Vv, y V,,; son incorrelacionados para i # 0 los coeficientes del AMR

—segun (4)— también resultan con ruido aditivo de igual media y desvio o . En particular, si el ruido es
gaussiano los coeficientes también lo son.

Teniendo en cuenta que la sefial tiene un contenido frecuencial en un intervalo [f,.;,, fnacl, €] analisis de
multirresolucion se realiza para los niveles j =1, ...,J de modo que s, sea despreciable desde el punto de
vista energético. Entonces, para la reconstruccidn, en (1) puede considerarse:

So =+ 1y (5)

la estrategia del filtrado con wavelets consiste en realizar esta reconstruccion calculando las sefales resi-

duales aplicando (2) con coeficientes c7 j& que se obtienen desde los d ; , mediante:

i :{Sg(dj,k)lz( digh) si |djg|=a o

” .
J 0 si |djl<a;

donde L generalmente es una funcion lineal [6, 9] y «; es el umbral para el nivel de resolucion j . Este

filtrado es eficiente cuando la energia de la sefial esta concentrada en determinados niveles de resolucion.

2.2. FILTRADO DE KALMAN
Mediante el método recursivo de Kalman [3, 4] se logra, minimizando el error cuadratico medio, el
filtrado 6ptimo del ruido de un proceso estocastico cuyo modelo es un sistema lineal discreto del tipo:

{ka = Akxk +Bkuk+wk (7)

Vi = Hpxptvg
donde x;,u; ey, representan respectivamente el estado, el control y la observacion (medicion) del siste-
ma en el tiempo discreto k € Z. En general 4; e R, B, e R""Py H; € R"™" son funciones no alea-

torias del tiempo; x,w eR"*!, y,v eR™ 1 1 e R mientras que w; y v son ruidos blancos gaus-
sianos tales que [1]:

E[w; wi,,1=8,0 Vk,neZ , E[w,]=0VkeZ
E[vi Viin1=6,R Vk,neZ | E[v;]=0VkeZ
E[xg wi 1= E[xgv;]1=0 Vk eZ

E[w, vi1=0 Vk,neZ

(®)

donde Q e R y R eR™ ™ son las matrices constantes de covarianza de los ruidos que perturban al
modelo (w )y a las mediciones ( v) respectivamente.



Siendo X la estimacion a priori de xj obtenida en base a las mediciones y; para tiempo discreto
i <k ,denotaremos X a la estimacion a posteriori de xj cuando se conoce y; . El esquema de Kalman
establece un proceso iterativo de estimacion que contempla los siguientes calculos para k €IN:

. ) Ky = P H{[H P H+Re]™
prediccion ;k_ : jk_l;k_I;Bk:;k_l y correccion < X, = Xp + Kp(vp — HpXg) ©)
k k—14k—11k—1 k—1 Pk — ([n_Kka )Pk_

donde 7, e R"™" es la matriz identidad. Para comenzar el procedimiento deben definirse los valores ini-
ciales X, y Py, para ello es posible elegir X, = E[x(]=0 y Py = Xj; si el sistema dindmico es unifor-
memente completamente observable y controlable, una condicion inicial Fy >0 pierde influencia a medi-
da que crece la cantidad de mediciones procesadas [1].

3. ALGORITMO CONJUNTO KALMAN—WAVELETS

Dado que el filtrado de Kalman y el de wavelets son radicalmente distintos, resulta atractivo combinar
ambos métodos con la intencion de potenciar sus ventajas para cierto tipo de sefiales, correspondientes a
sistemas lineales modelados seglin se indica en la seccion 2.2.

Trabajando ambos filtrados individualmente, si primero se aplica Kalman y luego se filtra con wave-
lets cada componente estimada del estado del sistema, el primer filtrado lograria la relacion sefial/ruido
optima para cada componente, pero esto no asegura dicha optimizacion para cada residual en las diferentes
escalas del AMR. Por otra parte, filtrando primero con wavelets cada componente observada —de y; segin
(7)- no es posible asegurar que la reconstruccion obtenida mediante (5) y (6) cumpla con las hipdtesis
necesarias para la posterior aplicacion del procesamiento de Kalman (modelo y tipo de ruido).

La idea clave de nuestra propuesta consiste en generar —a partir de (7)— un modelo sistémico para los
coeficientes del AMR. Esto permite aplicar Kalman en cada nivel de resolucion para luego implementar la
reconstruccion de cada componente del estado filtrando con wavelet sobre los coeficientes ondita. Para
ello, en el sistema lineal (7), cada componente del estado x es una sefial del tipo s, que se procesa en el
marco de un AMR.

Ilustremos el primer paso del modelo sistémico propuesto. Seglin 2.1, para la ondita de Haar los coefi-
cientes de nivel 0 coinciden con los valores de la sefial; por lo tanto dichos coeficientes para cada compo-
nente de x se puede agrupar en un vector Cp =x que cumple con (7). Si las matrices 4,B,H son constantes

y el ruido del sistema (w) es despreciable, denotando U§ = Bu, Vg = vy y 4 = A resulta:
Cok+1 = Aoy Cox +Uos » Yor =HCox +Voy (10)

C C 2 C C .
entonces  Co 2443 = Aoy (Ao Co2k+1+U0,2k41) U 2642 = 4io) Co2k+1+ 40y Uo,2k41 T Uo 2442 - Andlo-

Co2k42 ag

gamente resulta Cg 5412 :A[%] Co.2k + 4 U& ok + U& 2k+1 - Luego aplicando (4) a los vectores, se obtiene:

by

Cirs1 = 4 Cryp + UL Lk =H Crp+ 1
{1,k+1 A G + Uy con 1V Lkt ik (11

Dy i1 = Ay Dig + Uik yik = H D+ W%

donde 4y = A[ZO] . Uy =(ag +by) /2, Uik =(ag —by)/N2 y Dy es el vector de los coeficientes detalle

de las componentes del estado del sistema para el nivel de resolucion 1; el ruido se comenta en nota final.



El modelo sistémico general para niveles de resolucién j>1 resulta:

C: =41 Civp +US Vs =H Ciyx + V5,
{]+1,k+1 A[]+l] J+Lk j+Lk con Jj+Lk J+Lk J+Lk (12)

— D D D
Djignt = Ajen Dk + Uik Vieg =H Dj g+ Vi,

2 ~ 2 ~
donde Ajyy = ATy, Ufg=(aj+bj)N2, Ug=(a;0-b)/N2 L ay= 43U sk +Ufaka
bi =4 UJC-’zk + Uﬁzkﬂ, siendo Cj,1, Dy los vectores de los coeficientes del AMR de las componentes

del estado del sistema para el nivel de resolucién j+1.

Respecto a los vectores de ruido, para j>1 son:

172 172
Vie=2"""Viliak +Vicioks) Y Vik=2"""(Viliok =Vio12k41) (13)

que, con las hipotesis dadas en la seccion 2.2, son gaussianos con media nula y la misma matriz de cova-
rianza R que perturba a las mediciones del sistema.

4. CONCLUSIONES

Existen varias propuestas para resolver problemas relacionados con el analisis de sefiales usando ondi-
tas y/o filtros de Kalman. Esquemas recursivos de filtrado y prediccion usando onditas [7], métodos de
estimacion de sefiales fractales usando wavelets [2], de estimacion de movimiento Browniano fraccionario
con filtros de Kalman usando onditas [10], con esquema combinado sub-6ptimo Kalman—Haar [8]. El mo-
delo propuesto en este trabajo, dado que el filtrado se aplica por niveles, combina las ventajas de ambos
métodos resultando eficiente para sefiales con composicion frecuencial concentrada en algunos niveles de
resolucion. Tal es el caso, como en [8], de sefiales que resultan de la superposicion de ondas sinusoidales.
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